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複素数ｘ、ｙ（ｙはｘｏ共範複素数）を点の座標と考えると、.直線ｏ方程式は
で表わされる．ここＫｂはａ･の共腿複素数とする．との考えはFrank Moiiey がTransactions
･i〕r　the　Aniericau M叫l. Soc･（1906）第一巻氾於て発表したものであ乱ｘ､ y を共伺座標
（Ｃ叫jugate Coordiuaies)又は円点座標(Circ山r coorclinates)、と呼ぶ．筆者はこの座標を使つ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　.1　1●　　－
てSimsｏｎ線に関する諸定理をざきに九州数学激育第六号1950牟／ｐ･P. 28-33)に述べた０であ
るが本稿はその続き０一部であ芯．
　定理と証明
　定理６　偏角a <D Sims叫線０包絡線は四次曲線でしかも三級曲線である．
　証明　△t,t,t3 0外接円凋上０一点ｔの△t山t3に関する偏角＆のSimsoii線は
　xt-yS3 =↓い（t3‾s3）十（ｉ coia‘‾1）.（t3‾Sｙ十り‾s3）ト　．‥　　ダ
　　　　　　　　　　　　　　　・　　　●　　　　　．　　●　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　｀ここでｔを変数と考えるとSimsoii線の包絡線の線方程式を表わす．今､ﾌこ０方程式に）両辺をｔで
微分すると　　’
χ　-
I s,
- (1 ―icotα）十（１十ｉ cola;) t十（１十ｉ COta)
命
これは包絡線の点方程式である。
次にこｏ包絡綿と任意の直線ﾍﾟﾄ＋士＝1との交点は
手11-（1‾i COt“）十’（1十icoia)!I十（1十ｉ ＣＯt“）音
ﾊﾞ．臣（1十ｉｃｏα）十(1-i・,尚÷＋（1－i・6t・i）芸|＝１
（１）
　より求められ、これは1.に関して四次式であ乙から包絡線は四次曲線であるどとが分る。’又、（Ｉ）
　に於てｘを変数と見ると一点を通る接線を奥えるｔＯ値が三つあるから包絡線は三級曲線である。
’しかも･3-cusped hypocycloid (Sie'mer ０内罷線）であるｏ
　　更に尖点の条件　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
孚＝（１十i cota) ― (1十i cotα）令＝０
（12）
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より
従って尖点の位置は
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S3＝13
｀ニ嗇卜(1 ―icota)十↓（1十i cola) f.卜「証明終」
　一つの三角形が円に内接し、同時に円錐曲線に外接するとき、この様な三角形は無数に作ることが
出来る。これをPoncelei cD三角形といい、この問題をPoncelet の閉形問題といい恩師窪田忠彦博
士を初め幾多の学者による興味ある結果が得られている。次にこれら０結果を少し拡張してみヽよう。
　定理７　一つ０円に内接するPonce leiの三角形が同時に他の円に外接するとき、こ０変する三角
形に関する外接円周上の一定点の拡張された偏角αのShson線は悉くー点に会する。(Greenliill-
Dixonの定理の拡張）
　この定理を証明する代りに、より一般な次ｏ定理を証明しよう。
　定理８　－つの円に内接するPoncelel ｐ三角形が二次曲線に外接するとき、外接円周上の一定点
に関する拡張されたSimson Mは一定点を通る。
　証明･外接円を箪位円にとり、三角形の三頂点を、七七し内接二次曲線の二つ０焦点ｔ ａ;β
とすると　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｰ･
　　　　　　　－一一
９Ｈ
ﾆごﾆ
）
二二黙
・こ
　xt ―ys3=↓5 2 (t3一司十（i cotふ－1）（t3－slらｰり一句
（り０共籾式を作ると　　　　　　　　　　　　　｀　’
故に
7“十万十÷卵＝
当＝s3（７十俯十唯
（22〉に代入すると
xt－ys3＝蜜
S2
-
S3
2(t'- sl)十(i cola―1)ドー(α十β十り覗)t'
　＋ﾄ(‾７＋？‾＋卵t－s4
これはparameler　S3に関して一次であ･るから定点を通る．（証明終j）
以上述べて来たように△t函t3に関する点ｔの偏角αI O Simson 綿の方程式は
　xl － ysj ＝↓12（ｆ一匂十（ｉｃｏ㈲－1）（t3－が十S,t-S3) I
これを今仮りにＬ（哨）と表わすことにする．
次に点ｔを通って直線Ｌ･（α,）と角処を.なす直線の方程式は　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　（２）　　　　　　●　’
（１）
（２）
（１）
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　ｘ巾ｄ叫）＋1）－ys3（i cotaに1) =l-(i ｃｏt哨＋1）一午（ｉ cot≪･－1）…０）
（り、（りの交点を求める･と　　　　　　　　　　　　　　　　　＼’
Ｘ　二 手[I 4 -.(i color,-!リicola^ ―1) V t十(i col“1‾1)(i coia,―l)
（sl 一 音十辛） ….. (3)
　今，円周上に更に一点14をとり。C3個の三角形りI's)り3t。13り1，り函に関す石四つの
Ｌ.（α1）が考えられるから（３）ｏような四つの点が得られる○　　”　　　゛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～
　さて，基本対称函数を用いて
　P, = 2't。P, = li占, p, = Iり人，P4＝i山州4
と鳶くと
　　　　　　　　　　　｡･゛ゝ;･
　　SJ＝.P1 －‰　心√･＝P2 － PI塙　S3＝監
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t4
なる関係が得られる。故に（３）は次０ように表わすことが出来ろ。
｀’ニ生口4 - (i colaj ―1) (i c01“’‾1）l.t十（ｉ cot^i ―1) (ico(aj―1)
y＝手巾― (Icola,― 1) (icot・･,－1)l÷+ (i cot・,-l)(icoia.-l)
　(今尚一介・題紆午讐)]
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　上の二式より14を消去すると
　ｘt’十yＰ,こ＝↓14（t7＋1ﾖt）－（i cot a, ― 1) (i cot α,－1）（t4－Plt3十Ｐｙ－P3t十Ｐぺ
　これは自共軌であって14を変えることによって得られる（４）の形０四つ０点により満足せられ
るからこれは一つの直線である。即ち点ｔから四つの三角形の各々のＬ（αj）に角α2をなす四つ
０直線を引いたとき０四つの等しい角α2の頂点は同一直線上にある。この直線をL {a,, a,)で表･
わす。
　更把又，点t5を円周上にとり5（い固からなる五つのL (a,, a,)に点ｔからα3なる角をなす五
つｏ直線を引くときこの五りの等しい罵α3の頂点は同一直線上にある。弓の直線をＬ（αj,α2,α3）
で表わす。一般に円周上ｏｎ個の点11,t。・･｡’…，t。に関する点t <D L (a,, a,,……，ら｡2）の方
程式は数学的帰納法によって
　　　　　　　　　　　　　　犬　　　　（３）
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ｘい‾2＋(－1)ｎySn＝2-(ｎ-2't 1211‾(yl十(-1)"S・ト(-1)ﾂﾞ(i cot≪,-l)
(i cot α2－l)(i cot αj－1)……(ｉ cot α。-.-l)(t･･-S,t"-'十SJ･l-2十……十(－1)11-1
s,,_, t十(－1)¨ｓy)
で表わされる。こXKSi(iエ1,2,……，ｎ)｡はlj，し…。。，t。に関する基本対称函数を表わす。
これはLang ley ｏ意味に於てO Simson結０拡張である。｡これを用いると定理１(九洲数学駄育
難誌第六号(1950年)参照)は次０ように拡張出来る。
　定理９　二つｏｎ辺形AiA,･･.Ａ。;玖Ｂ２･‥Ｂ,が一つ０同じ円に内接するとき，円周上ｏ一点Ｐ
Ｏ Langley Ｏ意味における拡張されたSimson ISの交角は一定である。
　証明　A,,A,,..゜゛゜゜;A,,;B, B,,……>B,,及びＰを表わす複素数｡を*X) '■I)……5i。;t'i, t',,……,t/。
及びｔとするとｎ辺形ＡｊＡ２……Ａ。に関するＰ Ｏ‘Laugley の意味におけるSimsｏｎ結は
　x("-'十(－1)¨yS11ニ2-"'--'t-で2"-=|("十(-1)"S。1十(-ir-(i col αl－1)
　　　(i cot α2－1)ぷ…(i cot α。-,－1)(tll一回¨｀1十Stじー…■.. + (-l)"->s,,.,t十(-1)"S,.)]
である。ここにS/i,(iエ1,2,……ll)はtlリ♂，….L･,tイ)対称函数とする。
　こ０両Simsou線０交角を７とすると原点,からこの二直線に下した垂線０なす角が‘∂であるから
容易に　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
７　-
S。
聚
一
一
t,t,-t,,
-
t/V-t,/
-　ｅ
ｉ（叫十心十……十θ一卯一匈－･･･一気･）
ti＝eiら　リ__|ifli/とする。
＝一定
　定理10　円周上のｍ個応)点M., M｡J……;M。，の在意の川固ｃ)点A,, Aj,
'¨'‘･;
A,に関する拡
張されたLangley ｏ意味に於けるSiiusou線に垂直な直線が一点゛に出会うための条件は
　　　　　　　　　，　　　s./S,,.,,,=　- s,,万　　　　　　　　　　｢
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　証明　単位円周上でｍ個の点(u>m) M,, Mらぺ;…･，Ｍぷをとりその座標を夫々<; ^',･1″j
……，t（¨｀‾1）とし点ｔのｎ個の点AI，Λ2，　‘゜’゛゛゛ﾀ　Ａ･，に関する拡張された　Laugley　の意味の
SJnison組に垂直な方程式は
　　　　t¨一球ll‘I＋，(二i)"yリー(－１)ｸsjl＝0
J ･1
.･；.゛
１ ､ ヽ 、
　このｔに関するｎ次方程式のｎ･個の根をt, i'; V,……，’t”!-J　及びu, n',……U(n-゜’り
とし
　s/ = 1も　s./ = I'W, s,,/ = U' tC"‘1）　　･F　　　l　i.II I÷.　　・　　・　　－
　s,　 ･ V,,;　S21 ‾　Jn,/,　'^11-m ―　LIU'-尚尚¨:¨:.llC"-"'-:11）　　　　:　　　　　　　　　/
とおくと，根と係数の関係から　　　　　　　　　　　　　　　　卜・
sj″十　s,　＝　χ
s./ + s/S, + S,, = 0
s:j　十　s♂S･十　s'S,　十　S3　＝　0
S'n, + S' ,｡βJ　+ s' ,S,+ ..･…＋sごSロ1-l　十S。
● ● ● ● ● ●
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（5j）
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故にs,－を（３）に代入すると求むる条件が得られる。（朱憚）‘
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解析幾何学(第一巻)
Sol!ne geomelrie Tlieorei!ISon the application of‘Complex numbe!'s.
Toliokn Maih. Journal 1935.
iiiversive Geoi口etリ!933
0ｕ (lie metric Geometry of tho ｎ‘lines.Trans. Arner. Math. Soc.
190G.
SiinsoilIfAに関した諸定理、数学(昭和11年j〉
Simson*Sに関する定理数学(I昭和9年2)
複素数の幾何学への応用1　大洲数学激育　1950、
SimSon綿について　目本数学会､(1948)講演発表
　　　　　　　　　　　　　　(昭和26年９月30日受理)
SUMMARY
　　　　　On the Application of Complex･ Numbers tQ Geonietry
　　　　　　　　　　　　　　　　　　by　Torao　UcJ-rji)A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｀
　　　　　　　　　　(＆ぶ四･゜<ij Mnl妬心ぴc,s,Libfjiヽ?ふ･０石,四仰/，jらchiUn t･e?り)
　[ｎ (he prpsf'iil y-Aipe"，I゛゛川discuss Ihf t'olowing properties connected with the Simsoii
lines, nsing F. Morley's cyclic point coorclinale'i.
　　　　1.　０ｎ the envelope of the Sim son !ine.
　　　　2. Oil the extension of Greenh川-Dixc?s tlicoreiT).
　　　　3.　0)1 the PonceleC s tiiaii'rU?.
　　　　4.　011 the angle ぱjiiicrscclion ot‘the LutKrleyりSj insoii lines.
　５．　Ok the coiKliliuii ll‘lathe F”r;ericlicul“rsto　the L“･iigley's　Sjl!li.EOll】incsof
m-poiats　on　the circle　wiih　ｒe廿cci　(0　H!e　n-poinls　on　the　Same　circle　are
concurrent.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(Receiver] September 30， 1951)
　　　●
（６ｊ
